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連続講座 断層映像法の基礎第4回

投影定理

篠原広行1) 杉本英治2)

1 ) 東京都立保健科学大学放射線学科

2) 昭和大学藤が丘病院放射線科

はじめに

第3回では被写体の断面の領域を矩形としその領域

内の物理量を一定、領域外では零としたモデルの投

影について説明した。 このモデルではデータを収集す

る角度がO、 30、 45、 60、 90 度のように変化すると、

投影の強度分布は矩形、台形、 三角形、台形、矩形と

なる。 第3回の図 4、 5は計算により求めたが、これら

はグラフ用紙と2つの定規を準備すれば作図から求め

ることが可能である。 本稿では、はじめに矩形モデル

の投影を作図する。 つぎにこのモデルを利用し断層映

像法の基本原理である投影定型について述べる。 投

影定理とは、 第2回の図15に示したように

「被写体の2次元フーリエ変換の角度。方向の成

分は、。方向における投影の l次元フーリエ変換に

等しい。 」

というものである。 映像対象の被写体の内部がわかっ

ていれば (すなわち物理量の分布が既知であれば) 、

もちろんその 2次元フーリエ変換を計算することは可

能である。 断層映像法は内部が未知の被写体に対し、

対外計測したデータをもとにそれを画像化 (可視化) す

る技術である。 ここで大切なことは被写体が未知でも

その2次元フーリエ変換が何らかの方法により得られ

れば、それをフーリエ逆変換すれば被写体となること

である。 そして、被写体の2次元フーリエ変換を得る

方法が投影定理に他ならない。

投影定理を説明するにあたり以下の1-5が必要に

なるが、 2次元矩形関数のフーリエ変換は2のl次元矩

形関数のフーリエ変換とほとんど同じある。 したがっ

て、 2の計算 (本質的にはcosme関数の定積分) を一度

経験しておけば、放射線医学において最も重要な定

理の一つである投影定理を理解することができる。 極

限を求めるのに利用するマクローリン展開は、 sme 

関数、 cosme関数、指数関数なとεをx、 x2、 x3、・ ・ ・ など

Xのべき乗の和によって表すもので、ある。 マクローリン展

聞は以下の式
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を説明するために導入するが、通常、 ( 1 ) 式は公式と

して使用されるので実際に投影定理を理解するのに

必要な項目は1-4である。 少し数式が出てくるが基本

はcosme関数の不定積分がsme関数になることを知っ

ていれば十分である。

1.矩形関数の投影 (第2園 、 (21 ) 式、第3回、 (2 ) 式)

2. 1次元矩形関数のフーリエ変換 (第1 回 、 ( 11 ) 式)

3. 2次元矩形関数の表し方 (第2回 、 (20 ) 式)

4. 2次元矩形関数のフーリエ変換

5. マクローリ ン展開

1.定規と電卓による矩形の投影の作成

図 1 のように被写体の断面を矩形としその中に一様

な物理量が満たされている矩形モデルを考える。 こ

こでは物理量として放射性同位元素 (RI) の濃度を想

定しその濃度をA Bq/cm2とする。 さらに、ガンマ線の

吸収がないものと仮定する。 A4サイズのグラフ用紙と

2つの定規を準備し、グラフ上に矩形を描き被写体の

断面とする。 (x.y) を被写体に固定した座標系、 (s，t) を

被写体の回りに回転する座標系とする。 ここで、sは検

出器の位置を表し t は検出器に垂直な被写体の座

標を表す。 s軸がx軸となす角度 (同じことであるがt 軸

が y 刺l となす角度)を O とすれば、。 方向の投影は

p (s, e ) と表される。 検出器の回転半径を10 cm とし矩

形の中心からlOcmの距離に、定規のIつ(定規1 とする)

を検出器にみたてて置く。 もう一方の定規2を定規l に

垂直に置く。 検出器が理想的な分解能をもっと仮定す

ると 、 計数値のデータはこの垂線に沿って収集されるこ

とになる。 その計数値はRIから由来するので、垂線上

のRIを求めればそれが計数値となる。 それには、 定規
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0度の投影

1 この長さ (cm ) を定規で測る。

2 それにA Bq/cm2を掛けこの点にプロッ卜する。

y 

s 

X 

定規 1 s = s, 固定座標と回転座標

図1 矩形の 0 度方向への投影

2が矩形を横切る座標ーt] 、 t] から長さ 2t]がわかるの

でそれに A Bq/cm2を掛ければよい 。 図 1の場合

2t]=4cmなので 2t]上の RIは A Bq/cm2x 4cm=4A 

Bq/cmである。 簡単のためA=l とすれば 4Bq/cm と

なるから定規 l から4cmのところにプロットすると、定

規2を置いた位置 s= s]における投影を得たことにな

る 。 これらが終了したならば定規2を横に少し移動し

同じ操作を繰り返すと、。 =0度のときの投影p (s.O) が

得られる。 これは f (x.y) を yl紬に平行な直線に沿って

積分したものなので、 第3回の (2) 式と同じく p (x) とも

表される。 同様に e =90度のときの投影は f (x，y) を X

llïill に沿って積分するので、 p (s, 90) は p (y) と同じであ

る。 矩形の投影の作り方をまとめると図2のようになる。

図3は投影角度が37度の場合の投影、 図4は45度の

場合の投影である。 実総は矩形の中心と検出器の中

心を結んでいるので、その距離は角度が変わってもい

つも 10cmで、ある。 図5のようにいろいろな角度につい

て投影を作成すると SPECT あるいは X 線 CT らし

くなってくる。 ここでは簡単のため被写体と投影を平

面図で描いているが、 第2回の図15のように投影を立

体的に描く表示法もある。 被写体の断面が円でその

中が一様濃度のRIによって満たされている場合も、矩形

の場合と同じく投影を図6のように求めることができる。

X 線 CT の場合の測定データは透過強度を I、入射

定規と電卓による投影の作り方

1 クラフ用紙lこx軸を設定し、原点を中心に1辺が4cmの矩形

を描く

2.原点から10cmの距離に検出器があるとし、 そこに定規1 を

置き横線を引く 。 この位置を0度方向の投影p (S ， O ) とする。

ここで3は検出器の位置を表す。

3 定規2を定規1 に垂直に置き 、 定規2が矩形を横切る座標

(ーt" t ， ) を求め垂線の長さ2t，を浪IJる 。 0度方向の投影の場

合はこの長さは4cm。

4 その長さにA Bq/cm 2を掛けた値が定規2を置いた位置

(S=Sl ) における投影の値である。 A=1 のとき投影の値は

高さ4cmの点になる。

5 定規2を機に移動し同じ操作を繰り返すことにより、矩形の

強度分布をもっ投影p ( s ， O ) が得られる。

6 .検出器か、矩形の回りに角度。回転した場合の投影p (S ， O )

も 、 同様な操作により描くことができる。

図2 矩形の投影の作図法

強度を10とすると1o1Iの自然対数 (ln10 II) が線減弱

係数の積分に直接関係するのでこれが投影である。 ガ

ンマ線の吸収がないと仮定し得た図1 、 3などの投影は

物理量を線減弱係数に置き換えればX線CTに、水素

原子濃度に置き換えれば MR にもあてはまる。



2000年6月 30 日

2. 矩形内の領域で一定の値をもっ2次元関数の

フーリエ変換

空間座標を (x ，y) とし点 (x，y) における 2 次元関数

を f (x.y) と表す。一般には f (x，y) はx とyによってい

ろいろな値をとる。 図1 のよ うにf (x ，y) が原点を中心と

する 1 辺の長さが2a = 4 cmの矩形の領域で一定の

値Aをもっとき、 f (x .y) は以下のように表される。

f (x,y) =A Ixl壬 a ， l y l 三 a
=0 Ixl>a, lyl>a 

f (x ，y) の2次元フーリエ変換

F (u,v ) =にに f (x ，yk山

において、 x および、yがそれぞれ -a-a の範囲のとき

f (x,y) = Aなので

F (u,v) =よ: ょ:Aeh (山

と表せる。 定数A を積分の外に1:1:\ すとX と yの2重積分

は、それぞれxfこ関する指数関数の積分とyに関する

指数関数の積分の積になる。

F (u, v) = A J.: e .;2吋

37度の投影

1 .この長さ (cm) を定規で浪uる。

図3 矩形の 37 度方向への投影
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これらの積分は第2回の ( 11 ) 式と同じように偶関数の

cosme関数の部分のみ零でない値をもち 、 虚数i を含

むsme関数の部分は奇関数のため零になる。 cosine関

数の積分はsme関数で、あるから

向日[当竺ì J 円子ì J

= A [幻n円:n (2山)~J[smwrbv(-a

_ 4Aa2sin ( 2πau ) sin ( 2πav) 

2πau 2πav 
(2) 

検出器を図1 と 同 じよ うにx軸に平行に置いたときの投

影をO度方向の投影とすれば、 x1líIlJへの投影p (x) が O

度方向の投影となる。 これは f (x，y) = A を yについて

積分したものである。

p(x) = AJ.: f (人y )dy=A J.: dy = 2Aa (3) 

(3 ) 式のフーリエ変換は2Aaが定数なので以下の よう

になる。

p (u) = ~Aa2 s i n (2πa u ) 
2πau 

(4) 

(2) 式においてV をO に近づけると第2項は0 / 0 の不定

形になるが、 sin xはマクローリン展開を用いると

| 峨の投影 |

1 .この長さ (cm ) を定規で測る。

図4 矩形の 45 度方向への投影
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円の方程式 X2+y2=4 のX'こ

5=51を代入すれば、垂線が円を

繊切る座標ー11 1 、 1 1 が得られる。

y 

円の投影

f(x,y) 
ABa/cm2 

:れ
-2 

p(s, 0) 
矩形のいろいろな方向への投影図5

x X 3 X 5 . { , \ ' X ( 2，ム 1 )
SIn X =寸ーすマー+(ー 1 )"お了 s 

S = SI (5) 

を与える。 図4の e =45度方向への投影のフーリエ変

換は F (u，v) の原点を通ってu事11 と 45度の方向の成分

を与える。 このように検出器を被写体 f (x ，y) の回り

に360度回転し角度ごとに投影を収集し、その1次元フ

ーリエ変換を求めれば f (x，y ) の 2次元フーリエ変換

が得られる。 それを逆変換すれば被写体の断面を画

像化することができる。

図8 (a) は 128x 128マトリクスの (65，65) を原点と

してa=8画素の矩形画像 (x，y) を示す(白い領域が値

I、矩形以外の黒い領域は値 0) 0 (b) はその2次元フ

ーリエ変換F (u，v) である。 第1回の図15・d と異なって

見えるのは矩形のl辺の長さが異なる他、 図15・dでは

高い周波数まで見えるように低い周波数の振幅 (振幅

の定義は第 2 回 (9) 式を参照)を頭打ちにして表示し

ているのに対し、 ( b ) はすべての振幅を表示している

ためである。 こうすると高い周波数の振幅は低い周波

数の振幅に比較し小さいため見えなくなる。 (c ) は (a)

の矩形画像を四角柱のように3次元的に表示したも

ので四角柱の高さが A に相当する。 (d ) はF (u,v) 

の振幅を 3次元的に表示したものであり、 ( e) は F

(u，O) の実数部を示す。 虚数部は零のため表示してい

ない。 (t) は (b) や (d ) のF (uβ) の振幅を示す。

円の投影の作図法図6

のように表されるのでは)式が成り立つ。 図8 (a) はy = 

sin xのグラフと y=xのクゃラフを重ねて表示したもので

ある。 2 つの関数は x=O のときいずれも O になるが、

(2) に示すようにsinx/xのグrラフはx= 0のとき lになる。

実際、 (5) 式のxをx=2πavと置き

sin ( 2πav) 1 〆 2rrav ( 2πavl(2πavf ) 
2πav 2πav 、 l! 3! 5! 

sin ( 2πav) = 1 
2πav 

vをOに近づけると

よって、 F (u，v) においてv= 0と置いた F (u，O) は
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(6) 

これは (4) 式のp (u) と同じものである。 すなわちX 軸

への投影 p{x) の l 次元フーリエ変換p (u) は f (x，y) の

2 次元フーリエ変換 F (u，v) のv= 0 の成分F (u，O) に等

しい。 この関係は任意の投影角度について成り立つ

ので、 図3の e =37 度方向への投影のフーリエ変換

は F (u，v) の原点を通ってU 軸と 37度の方向の成分
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y=x 

y = Sl゚ X 
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81・(25)

~b) 

y 一旦旦主- x 0.6 
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図7 (a) y司n均=xのグラフ、 (削 y= 宅三のクラフ

(a) 

(e) 

出w

(f) 

図 8 (a) 矩形画像 1 (x，y) 、 ( b ) 矩形画像の 2 次元フーリエ変換 F ( u ，v) の振幅、 (c) F (x ，y) の 3 次元表示、 (c ) F ( u ，v) の

媛幅の 3 次元表示、 (e) F ( u ， O) の実数部(虚数部は零)、 (1) F ( u ， O ) の振幅
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