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連続講座 断層映像法の基礎第1回

フーリエ級数とフーリエ変換

篠原広行

昭和大学藤が丘病院放射線科

はじめに

X線 CT、 MR、 SPECT、 PETおよび超音波を含

めた断層映像法の基本原理は、 2次元フーリエ変換に

おける投影定理 (projection theorem) である。 ここ

で、投影とは断層映像装置による測定データのことで

ある。 これら非侵襲的な検査は生検のように体内組織

を採取して検査するのでなく、放射線、磁気あるいは

超音波を利用した体外計測により組織の情報を収集

する。 この場合の測定データは検出器に垂直な直線

上に位置する組織すべてのa情報が重なったものであ

り、生検が特定の組織のみを直接観察するのとは異

なっている。 しかし、投影定理により被験者の回りに

検出器を3ω度回転し測定データを収集すれば、組織の

断面をいわゆる断層像として再構成することができる。

そして、断層像から各画素内に含まれる組織の平均

の情報を区別して得ることが可能である。

フーリエ変換は画像再構成において重要な役割を

果たしてきたが、 X線 CT、 SPECTおよびPETなど

ではフーリエ変換が表舞台に登場する機会は少なか

った。 しかし、 MRになると事情が一変した。 MRの計

測そのものがフーリエ変換であるため、フーリエ変換

という言葉はMRの本にごく自然に登場し、医師や医

療技術者にとって身近な画像処理技術となっている。

本講座では、フーリエ変換と断層映像法の画像再構

成について述べる。 これは数学の問題であるため厳

密には数式により説明されるが、数式を最小限に止め

図を多用することで概念についてわかりやすく解説し

たい。 第 1 回はフーリエ級数とフーリエ変換について

以下の順に説明し、 第 2回で述べる投影定理の準備

とする。

1 三角関数

2_周期間数とフー リエ級数

3_1 次元フー リエ変換

4 . 2 次元フーリエ変換

1.三角関数

三角関数のcos xやsin xは角度xがO度から360 度に

変わると、 図 1 のように-1から 1の範囲の値をとる。 図

の横軸の角度の単位はラジアンで表しているので、

6.28 (=2π) のところがちょうど360度である。 cos x 

は O 度のときI 、 sin xは90度のとき lになり、 sin xはピ

ークになるのがcos xに比べ90度遅れている。 このこ

とを両者の位相 (phase) が90度異なるという。

sin x = cos(x-π/2) 

つぎに、 cos 2xやsin 2xのグラフがどうなるかを考えて

みよう。 cos xと異なるのはxが π のとき2xは2π にな

るので、 2πの中には2つのcosine関数が含まれること

になる。 sin 2xについても同様で、 2π の中には2つ

のsine関数が含まれる。一般に、 Xの単位をラジアン

とするとき

cos nx 

sm nx 

(1) 

(2) 

において、 nは2πの周期の中に含まれる波の数を表

し周波数という。

画像は画素の濃淡を表示したものである。 例えば、

1画素の幅が0.32cmで画素の数が256 X 256マトリクス

の場合、画素の番号は距離を表すことになるので画

像は距離に対し濃淡を表示したものである。 座標を

角度から画素の単位に変えて三角関数を表示するに

は、例えば、横座標が256画素ある場合にこれをI 周

期とする。 そして、 256画素が角度にして2π ラジアン
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図 1. cosine 関数と sine 関数 (ラジアン単位)

に相当するとし 、 X番目の画素は何ラジアン ( (J ) にな

るか比例式を立てればよい。

より

2π :256=(J : x 

。主主-
256 

周期をT、 波の数をnとするとき 、 cosine関数とsine関

数はそれぞれ

∞s (竿)

山 (竿)

(3) 

(4) 

のように表される。 図2はT=256画素の中にcosine関数

とsine関数がそれぞれ1個と2個含まれる場合を示す。

2. 周期関数とフーリ工級数

図 3 (a) は横座標を距離 (cm 単位) とし 、 -1.5cmか

らー O.5cmの問で値が-1、ー O.5cmからO.5cmの間で値

が 1、 O.5cmから 1.5cmの間で、値が-1 となり 、 以下同様

に 1 cm単位に - 1 と Iが繰り返す矩形関数を 表す。

どの区間をとっても2cm毎にはじめの値に戻るので、

この矩形関数は周期関数であり周期は2cmであ

る。 縦座標をy軸とするとき矩形関数は y 軸に関して

左右対称である。 これはちょうど図 1 (a) のcosine関数

がy軸に関して左右対称なことと同じであり、 このよう

な関数のことを偶関数という。 偶関数はxが正のとき

と負のときのf (x) の値が等しく、以下のように表される。

f(x) = f(-x) (5) 

(a) の矩形関数をx軸の正の方向にO.5cm移動すると、

(b) のようにf (x) は原点に関して左右対称な関数にな

る。 これは図 1 (b) のsine関数が原点に関して左右対

称なのと同じであり 、 このような関数を奇関数といい

以下のように表される。

f(x)=-f(-x) (6) 

一方、 (a) の矩形関数をx軸の正の方向にO.2cm移動

した ( c) の場合には、 f (x) と f (-x) の 聞 に (5) 式や

(6) 式のような特別な関係は成立しない。

はじめに、図 3 (a) の偶関数についてーO.5cmから 1.5

cmまで、の2cmをI周期とみなし、 三角関数の和によっ

て矩形関数を復元することを考えてみよう。 図 4 (b) は

矩形関数にーO.5cmから1.5cm まで、の2cmを 1周期とす

るcosine関数を重ねて表示したもので、 矩形関数の1

周期の中に1つのcosme関数が含まれる。 (b) は (a) に

おいて矩形関数の値のIあるいは -1 とそれに対応す

る区間のcosine関数を掛け算してできた関数を示し、

灰色に塗つであるのはその面積を計算する こ と を意

味する。 面積を数値積分によ って近似的に求めると

1. 27324である 。 この値は矩形関数を三角関数の和
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図 2. cosine 関数と slne 関数(画素単位)

に よ っ て復元するときに、 n=lのcosine関数がその

和に寄与する割合が1.27324であることを示す。 図3・a

f (x) 二 1.27324 cos丹空)

復元の正確さを評価する指標として、 (c) の よ うに

矩形関数f(x) と上式の右辺の面積を比較する こ と

にしよう 。 右辺のcoslne関数の面積を求めると

1.62114である。 矩形関数の面積は正負の部分の面

積がそれぞれIあり、絶対値の和をとると2である。

矩形関数はー1から 1に変化した り 1からーl に変化す

るので、エッジの部分を表すにはl周期の中にlつ

の波だ、けでなくもっと多くの数の波(すなわち高い周波

数) を含むcosine関数が必要なことが想像される。

図 5 (a) は (3) 式で、n=2 とした 1周期の中に2つの

cosine関数を含む場合で、あり 、 (b) は矩形関数にこの

cosine関数を掛け算してで、きた関数を表す。 yの正負

について同じ形をした灰色の領域が同数あるので、

符号を考慮してそれらを合計すると面積は零になる。

したがって、 n=2のcosine関数は矩形関数の復元に

寄与しない。 同様に 、 矩形関数にn=4のcosine関数

(c) を掛け算してできた関数も、 (d) のように正負の面

積が等しくなるので矩形関数の復元に寄与しない。 n

が他の偶数の場合も同様である。 図 6 (a) は (3) 式で

n=3とした1 周期の中に 3 つのcosine関数を含む場合

であり、 (b) は矩形関数にこのcosine関数を掛け算し

図3・b

図3・c
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図 3. 周期的な矩形関数
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図 4. 矩形関数(図3(a)) の cos.ne 関数による復元 (n= 1) 

てできた関数を表す。 この場合にはyの負の部分の面

積は正の部分の面積より0.424413大きく、 n=3のcosine

関数は矩形関数の復元に負の成分として寄与する。 同

じ形をした灰色の領域がyが正のとき2個、 yが負のと

き4個で合計すると-2個になる。 この面積が-0.424413

に相当する。 (c) はn=1 とn=3のcosine関数にそれぞれ

の寄与する割合を掛けた後に和をとり、矩形関数に重

ねて表示したものである。

f(x) 二1.27324cos叫~)-0.424413 ωs勾ユ)

その面積は1.80127で、 n=1のcosine関数のみの場合

に比較し矩形関数の面積に近い。 図7はn=5の cosine

関数までの和で、 その面積は1.86611である。 図8は

以下の式のようにn=7のcosine関数まで、の和で、その

面積は1.8992 とより矩形関数の面積に近く復元が正

確になる。

断層映像研究会雑誌第26巻第1号

f (x) ζ 1.27324∞s(佐.1 - x) ー 0.42組出州生全三)
2 2 

+叩0ω悶2お5附46“蜘4

つぎに、 図 3 (a) 矩形関数の復元に関し、 三角関数

のうちsme関数の寄与がどうなるか調べてみよう。 図

9 (a) はn=1のsine関数の場合で、 (b) のようにこれを

矩形関数に掛け算してできた関数の面積は零である。

(c) はn=3のsm巴関数の場合で、 (d) のようにこれを矩

形関数に掛け算してできた関数の面積は零である。

その他のnの場合も面積はすべて零になり、 図 3 (a) 

のように矩形関数が偶関数になっている場合には、 そ

の復元にsine関数は寄与しない。一方、 図 3 (b) のよ

うに矩形関数が奇関数になっている場合には、 その復

元にcosine関数は寄与しない。 この場合には、 図10

のn=7について示すように (x) はsme関数のみの和に

よって復元されていく。

図 3 (c) の矩形関数が偶関数でも奇関数でもない場

合には、例えば、図 11 (a) のn=1について示すと矩形

関数にcosine関数を掛け算してできた関数の面積は

(b) のように零ではない。 同様に、矩形関数にsme 関

数を掛け算してできた関数の面積は (d) のように零で

はない。 その結果、矩形関数の復元にはcosine関

数とsine関数の両方が寄与する。 (e) は以下の式のよ

うに 、 n=7まで、のcosine関数および、sme関数によって

矩形関数が復元されていく様子を示す。

。一 一官一一 自のf (x) 二 0.749792 cos (t;n'，一一) + 0.403107 cos (一τ二王)
2 . 2 

-0.00173079 cos (与三) -0問伽s (与.:.!.)

+ l.02906 sin (勾ユ)-0間97sin (与.:.!.)

-0間山(与主)ーo附山n(与三)

以上のことから、 f(x) を区間 (c，d) で、周期d-cの周期

関数 (T=d-c) とすると、 f (x) は三角関数により以下の

ように表される。

f(x) =十日s(与竺)+山(与三)+ .. .+ u， cos (勾当

山m 件E当刊川)+川山+ゆ品bιb2 sin

(7) 
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図5・a 図5・b
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図 5. 矩形関数(図 3 (a)) の復元に寄与しないcosine 関数の偶数項(上段: n = 2、下段: n = 4) 

図6・c

図6. 矩形関数(図3(a)) のcosine関数による復元

(n = 3) 

図7・a

図7・b

図7・c

図 7. 矩形関数 (図 3 (a) ) の cosme 関数による復元

(n = 5) 
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図8・a

図8・b

図8-c

図 8. 矩形関数(図 3(a) ) の cosine 関数による復元

(n = 7) 

ここで、

α0 =手f+Tf (x) dx (8) 

h jLrf(x) cos(与三)dx

b"寸f+Tf (X) 山(与三)dx 

(9) 

、
，

ノ
凸
リ
'
a
A
 
(
 

これらの式で定められる ao. aj. .... bj .. をf (x) のフー

リエ係数という。 そして (7) 式の右辺をフーリエ級数

またはフー リエ展開という 。 図 4では 、 c=ー0.5 、 d =

1.5、 T=2としている。 aoはf(x) を 1周期について積分

したもので、 矩形関数の正負の値が等しく現れるので

零である。 anは (x) に I周期の中にn個のcosme関数

を含むものを掛け算してできた関数の積分であるか

ら、図 3 (a) において積分を面積と考えればajは図4

(b) に相当する。 同様にa2は図 5 (b) 、 a3は図 6 (b) 、

断層映像研究会雑誌:第26巻 第l号

図9-a

図9・b
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図9・d

図 9. 矩形関数 (図 3 (a)) の復元に寄与しない

sme 関数 (上段:n = 1 、 下段:n = 3) 

asは図 7 (b) 、 a7は図 8 (b) にそれぞれ相当する。 一

方、 bnはf(x) が偶関数のため奇関数のsm巴関数を掛

けl周期について積分すると、 nの値に拘わらず零に

なる。 それを実際に示したのが図9である。

図 12 (a) は矩形関数が規則的に並んだもので、 鉛

スリットにX線を照射したときの透過強度 (矩形関数の

値が1の部分はスリットに相当しX線の透過率を

100%、 0の部分は鉛によりX線が完全に遮断されたと

して透過率を0%にしている)などに相当する。 値が1

の部分の横幅はlcm、 0の部分の横幅も lcmにして、

2cm毎に値が同じになるようにしてある。 したがって、

周期が2cmの矩形関数が4つ並んで、おり、はじめの矩

形関数は横座標が -0.5cmから 1.5cmに位置し、 2番目

の矩形関数は1.5cmから3.5cm、 3番目の矩形関数は

3.5cmから 5.5cm 、 4番目の矩形関数は5.5cmから

7.5cmに位置する。 (b) は1周期の中にn=7まで、のcosine

関数を含むものを加えたフーリエ級数である。
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図10-a
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図10-c
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図10. 矩形関数(図 3 (b)) の sine 関数による復元

(n = 7) 

f (X) 二 0.5+0.63662cos (生'_I'X ) ー 0.212207cos (包笠.:.!.)
2 

+0.127324 cos (与ユ) ー 0.09ω457cos (与.:.!.)

(a) の矩形関数をー0.5から 1.5まで積分すると1になり、

(8) 式で、はそれを2倍して周期2で、除するので、aoは結局

1になる。 この点が図4と異なり、それに伴いan も異な

ってくる。 (c) は (a) の矩形関数をxiliùlの正の方向に0.5

cm移動した場合で、 sine関数の和によって復元され

る。 なお、 図 3や図 12の矩形関数についての正確な

anやbnは (8) 式から (10) 式の積分を解いて得られる

が、ここでは周期関数が三角関数の和によって復元さ

れる様子をグラフに表すことが目的なので、積分の計

算は省略する。 重要なことは、見たところ三角関数と

関係なさそうな矩形関数がいろいろな周波数をもっ三

角関数に分けられることである。

図11-a

5 

図11 ・b

図11 ・c
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図11 ・d

図1 1 -e

ー1 . 5

図11. 矩形関数 (図 3 (c)) の cosme 関数と

sine関数による復元 (n= 7) 

41-(41) 
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図12. 矩形関数状のX 線透過強度とそのフーリ工級数 (n = 7) 

3. 1 次元フーリエ変換

図 12の4つの矩形関数の間隔を離していくと周期は

徐々に大きくなり、極限では無限大の周期となる。 その

結果、矩形関数が1つ孤立した状態になる。 このよう

な矩形関数を三角関数により復元するには、 n=l、 2、

3、 のような整数の三角関数だけでなくあらゆる周波数

の三角関数を加えてやる必要がある。 周波数をU と

表すと、これはとびとびの値ではなく連続した値であり、

f(x) のフーリエ変換 F (u) は以下のように定義される。

F(u)=に f(x)e- i山dx 、
，
，
，
，

唱
E
A

'
E
A
 
(
 

一方、 F (u) から f(x) を求めることをフーリエ逆変換

といい以下のように表される。

f (x) = f: F(u) 巴 i2山du (12) 

ここで、 eはexponentialの略語で、指数関数を、 iは虚

数単位を表す。

i =戸了， i2= 一1

オイラーの公式から虚数 i を含む指数関数は

e'O= cosf) + i sin f) 

�lO= cosf) -i sin f) 

断層映像研究会雑誌第26巻第1号

図12・b
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図12・d
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のように、実数部のcosme関数と虚数部のsme関数

に分けられる。 この関係を用いると

F(u)=にf(x)ωs(2πux)dx-i f: f(x)sin(2πux)dx 
(13) 

f(x) =に F(u)ωs(2πux)du+iにF(u)sin (2πux)du
(14) 

のように表される。 F (u) はf(x) に周波数がuのcosine

関数とsine関数を掛け算してできたそれぞれの関数

を積分、すなわち面積を求めることに帰着するので式

の意味はフーリエ級数の図と関連させれば理解しや

すい。 ( 14) 式は元の関数 (x) があらゆる周波数の

cosine関数と sine関数を足し合わせれば復元される

ことを意味し、 それらに掛ける係数が F (u) である。

このF (u) は (13) 式により計算される。 F (u) はフー

リエ級数で、いえばanやbnで、ある。

4. 2次元フーリエ変換

Xとyを変数とする2次元関数 f (x ， y ) のフーリエ

変換は、以下のように定義される。

F(u ，v)=にに f(x ， y)e-i2 1r (u山付x dy (15) 
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図13. 1方向にのみ変化する2次元のcosine関数とsine関数の平面波

2 次元フーリエ逆変換は以下のように表される。

f (x ,y) =によ: F(u ，v)ei 2 7r(…がdu 伽 (16) 

ここで、 uはx軸方向の周波数、 vはy軸方向の周波数

を表す。 1次元フーリエ変換と同様、 2次元フーリエ変

換においても虚数を含む指数関数はcosme関数とsme

e-i 2π (ux+vy)= cos [2π(ux+vy)] ー isin [2π(ux+vy) ] 
(17) 

関数の和によって表される。

1次元フーリエ変換と異なるのは、 2次元フーリエ変

換の場合のcosine関数と sine関数は平面波になるこ

とである。 周波数の単位として画像では画素あたり

の波の数 (cycle) が用いられ、 cyclel画素のように表す。

あるいは、 画素の幅をcmの単位に換算し cycle/cm

としても同じである。

図13 (a) 、 (b) にxとyのI周期をそれぞれ1cmとし、

X方向の周波数をu= 1 cyclel cm、 y方向の周波数を

v=Ocyclel cmとした場合のcosme関数とsme関数の平

面波を示す。 (a) の平面波をx軸方向から観察すれば

1cmの中にlつのcosine関数が含まれ、 y軸方向から

観察すれば直線である。 また、 (b) の平面波をx軸方

向から観察すればlcmの中にIつのsme関数が含ま

れ、 y軸方向から観察すれば直線で、ある。 逆に、 (c)

と ( d) はx方向の周波数を u=O cycle/cm、 y方向の

周波数をv=1cyclel cmとした場合のcosine関数とsine

関数の平面波を示す。 図 14上段はx方向の周波数を

u=1cycle/cm、 y方向の周波数をv=1cycle/cmとした

場合のcosine 関数 (a) と sine関数 (b) の平面波を示

す。 (a) の平面波をx軸方向あるいはy軸方向から観察

すればlcmの中にlつのcosine関数が含まれている。

また、 (b) の平面波をX軸方向あるいはy軸方向から観

察すれば1cmの中に1つのsine関数が含まれている。

図 14下段 はX方向の周波数を u=lI!2 cycle/cm、

y方向の周波数を v=1/!2 cyclel cm とした場合の
cosme関数 (c) と sme関数 (d) の平面波を示す。 図 1

4の場合の平面波の進行方向は、 x軸の正の方向との

なす角度が45度である。 波の進行方向の周波数は

x軸方向の周波数Uとy軸方向の周波数Vを用い、 以下

のように表される。

尽石r

したがって、 図 14 (a) の平面波を進行方向に垂直な

方向から眺めれば、 lcmの中に 1.414個のcosme関

数 ( (b) で、はsme関数) が含まれている。一方、 (c) の
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図14-a

図14・c

図15・a

図 15・c
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図14. 2次元のcosine関数と sine関数の平面波

図15・b
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図 15. 2 次元フーリエ変換の例- 1 
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図16・d

図16. 2次元フーリエ変換の例・2

平面波を進行方向に垂直な方向から眺めれば 、 1 cm

の中に1個のcosme関数( (b) で、はsme 関数)が含ま

れている。 そして、 2次元平面上で、xおよび、yの値が異

なっても、 ux+vyの値が等しい点で、は平面波の値は等

しくなる。 すなわち、 ux+vy=c (cは定数) の直線上で

平面波は同じ値をもっ。 (15) 式は一組の (u，v) に対し

Xとyのあらゆる組み合わせの平面波を作り、それを

f (x，y) に掛け積分すれば F (u，v) が得られることを

示す。 逆に (16) 式は平面波の和により f (x，y) が得ら

れ、足し算する際のそれぞれの平面波の重みがF (u,v) 

であることを示す。

図 15 (a) に円内の領域において値が1、 それ以外の

領域では値がOとなる 2次元関数f(x ， y) を示す。

f (x，y) の具体的な物理量としては、 RI濃度が円内の

領域で一定あるいは水素原子濃度が円内で一定のよ

うな場合を仮定している。 (b) は (15) 式による (a) の2

次元フーリエ変換である。 逆に、 (b) が与えられたとき

(16) 式により、 (b) から (a) を求めるのが2次元フーリエ

逆変換である。 (c) は矩形内の領域において値がl 、

それ以外の領域では値がOとなるf (x，y) を示す。 (b) は

(c) の2次元フーリエ変換である。 図 16 (a) 、 (c) は大

円の領域内において値が1 、 小円の領域内で、値が2、

それ以外の領域では値がOとなるf (x，y) を、 (b) 、 (d )

はそれぞれの2次元フーリエ変換を示す。 これらは前

もって既知のf (x，y) から (15) 式によって計算したが、

f (x，y) が未知であっても何らかの方法で2次元フーリ

エ変換 F (u，v) を測定できれば、 ( 16) 式の2次元フ

ーリエ逆変換によってf (x，y) を復元できることになる。

画像再構成はこの原理に基づいている。 そして、投影

定理は f (x，y) の測定データ(投影)のI次元のフーリ

エ変換と f (x，y) の2次元フーリエ変換を結び付ける

ものである。 例えば、被験者の回りを検出器が360度

回転し、角度方向について128の投影を収集したとす

る。 (15) 式においてf (x，y) が未知のとき、 その2次元

フーリエ変換が求められないのは明らかである。 しか

し、 128の投影をそれぞれI次元フーリエ変換し投影を

収集した角度毎に並べると、被験者の断面の2次元フ

ーリエ変換が図 15や図 16のように得られる。 したがっ

て、 これを2次元フーリエ逆変換すればf (x，y) が求

められる。
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